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1 平面分割の積公式
非負整数の配列  $\pi$= ($\pi$_{i,j})_{i,j\geq 1} で次の条件を満たすものを平面分割 (plane partition)
という.
(a)  $\pi$ は各行,各列に関して広義単調減少である.すなわち任意の  i, j \geq  1 に対して
$\pi$_{i,\dot{g}} \geq$\pi$_{i+1,\dot{g}} かつ $\pi$_{i,j}\geq$\pi$_{i,j+1} を満たす.
(b)  $\pi$ は有限サポートである.すなわち有限個の (i,j) を除いて $\pi$_{i,j}=0 である.
平面分割  $\pi$ は,第  m行に非零成分を持ち,かつそれ以降の行がすべて零であるとき, m 行
の平面分割という.同様に第 n 列に非零成分を持ち,かつそれ以降の列がすべて零である
とき, n列の平面分割という.平面分割  $\pi$ の成分の総和
| $\pi$| :=\displaystyle \sum_{i,j\geq 1}$\pi$_{i,j} (1)
を  $\pi$ の大きさという.例えば配列
 $\pi$= (_{0}^{5}333 03223 00223 00211 00011 00000 ) (2)
は4行5列で大きさ | $\pi$|=37 の平面分割である.
平面分割は通常の (整数) 分割の2次元拡張である.分割をヤング図形で表すように,平
面分割は3次元ヤング図形で表す.ただし平面分割  $\pi$ の3次元ヤング図形とは,各座標






高々 a 行 b 列の平面分割の全体を PP (a, b) と書く.また高々 a 行 b 列の平面分割です
べての成分が c 以下のものの全体を \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) と書く.例えば (2) の平面分割は,任意
の a\geq 4,  b\geq  5,  c\geq  5 に対して \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b) と \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) に属する. \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) は大きさ
a\times b\times c の直方体に収まる3次元ヤング図形の全体とも見なせる.平面分割を導入した
MacMahon は次の積表示を持つ母関数を発見した.
定理1 (MacMahon [8]). 任意の a, b, c\geq 0 に対して
\displaystyle \sum_{ $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(a,b,c)}q^{| $\pi$|}=\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\prod_{k=1}^{c}\frac{1-q^{i+j+k-\mathrm{i}}}{1-q^{i+j+k-2}} (3)
が成り立つ.
MacMahon の母関数 (3) は c=1 のとき分割の母関数 (q‐二項係数)




に帰着する.ただし左辺は,ヤング図形が a\times b の長方形に収まるような分割に関する和
である.さらに a,  b\rightarrow\infty とすれば,すべての分割に対する母関数
\displaystyle \sum_{ $\lambda$}q^{| $\lambda$|} =\prod_{i=1}^{\infty}(1-q^{i})^{-1}
が得られる.母関数の観点からも,平面分割は分割のよい一般化になっている.
平面分割の大きさ | $\pi$| と並ぶ重要な統計量に,平面分割のトレースがある.その定義は
行列のトレースと同じであり,主対角成分の総和




定理2 (Stanley [9]). 任意の a, b\geq 0 に対して
\displaystyle \sum_{ $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(a,b)}y^{\mathrm{t}\mathrm{r}( $\pi$)}q^{| $\pi$|} =\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}(1-yq^{i+j-1})^{-1} (6)
が成り立つ.
Stanley のトレース母関数 (6) は平面分割の成分に上界を持たないので,MacMahon の
母関数 (3) の一般化ではない.特に (3) の左辺は多項式であるのに対し,(6) の左辺は無限
個の単項式の形式和 (形式的べき級数) である.またMacMahonの母関数 (3) にトレース





を示す.特に離散2次元戸田分子の特殊解から,MacMahonの母関数 (3) と Stanleyのト
レース母関数 (6) を同時に含むような分配関数を導く.
平面分割には,ここで扱う以外にもさまざまな積表示を持つ母関数が存在する.これに







n\geq 0, b_{0}^{(s,t)}=0 (7c)
である.ただし s, t は整数値, n は非負整数値をとる離散独立変数である.従属変数変換




n\geq 1, $\tau$_{0}^{(s,t)} =1 (9b)
を満たす.双線形方程式 (9) は次の行列式解を持つ.任意の行列 F=(f_{i,j})_{i,j\in \mathbb{Z}} に対して
$\tau$_{n_{0\leq i,j<n}}^{(s,t)_{=\det(f_{s+i,t+j})=}}\left|\begin{array}{lllll}
f_{s,t} & \cdots & f_{s,t+j} & \cdots & f_{s,t+n-1}\\
\vdots &  & \vdots &  & \vdots\\
 f_{s+i,t} & \cdots & f_{s+i,t+j} & \cdots & f_{s+i,t+n-\mathrm{l}}\\
\vdots &  & \vdots &  & \vdots\\
 f_{s+n-1,t} & \cdots & f_{s+n-\mathrm{l},t+j} & \cdots & f_{s+n-\mathrm{l},t+n-1}
\end{array}\right| . (10)
行列式 (10) が双線形方程式 (9) を満たすことは,行列式の恒等式のひとつである Jacobi
の恒等式から確かめられる.
行列式 (10) が常に非零ならば,(10) を変換式 (8) に代入して得られる a_{n}^{(s,t)}, b_{n}^{(s,t)} は
離散2次元戸田分子 (7) の非零解になる.逆に離散2次元戸田分子 (7) の任意の非零解
a_{n}^{(s,t)}, b_{n}^{(s}’のに対して,行列 F= (f_{i,j}) が存在して,行列式のタウ関数 (10) は変換式 (8)







V(L)=\{(i,j)\in \mathbb{Z}^{2}; i\geq 0, j\geq 0\} (12)
と枝集合
E(L)=\{((i+1,j), (i,j)\rangle, \langle(i,j), (i,j+1 i\geq 0, j\geq 0\} (13)
により定める.離散2次元戸田分子 (7) の解 a_{n}^{(s,t)}, b_{n}^{(s,t)} をひとつ固定して,枝重み w を
w(((i+1,j), (i,j)\rangle)= \left\{\begin{array}{ll}
a_{j}^{(i-j_{)}0)}, & i\geq j;\\
b_{i+1}^{(0,j-i-1)}, & i<j,
\end{array}\right. (14a)











図2 グラフ L と枝重み.
により定める.図2に格子グラフ L と枝重みの様子を示す.図2では L の左端と上端に
ある節点のみ (1,0) などの節点名を付けている. L の節点は行列風の座標に従って配置し
ていることに注意する.
L 上の径路 P で次の条件を満たすものを格子路とよぶ.
(a) P の始点と終点はそれぞれ ( (0,0) を含む) L の左端と上端にある.
(b) P は L 上を上ステップ (-1,0) と右ステップ (0,1) のみで進む.
図3に格子路の例を示す.格子路 P の重み w(P) を
w(P)=\displaystyle \prod_{e\in E(P)}w(e) (15)
により定める.すなわち w(P) は P の通る L の枝の重みの積である.例えば図3の格子
路を P とおくとき w(P)=a_{1}^{(3,0)}a_{3}^{(0,0)}b_{3}^{(0,0)}b_{2}^{(0,2)}b_{1}^{(0,4)} である.















図3 (5, 0) を始点, (0,6) を終点とする格子路.
g(i,j) と書く.すなわち
g(i;j)=\displaystyle \sum_{P:(i,0)-(0,j)}w(\mathrm{P}) (16)
右辺は (i, 0) を始点, (0,j) を終点とする格子路 P すべてにわたる和である.例えば (1, 0)





定理3. a_{n}^{(s,t)}, b_{n}^{(s,t)} を離散2次元戸田分子 (7) の非零解とする.また行列 F=(f_{i,j}) iは,
変換式 (8) と行列式のタウ関数 (10) を通して同じ解を実現するものとする.このとき任











i_{1} >\cdots>i_{n}\geq 0, j_{1} >\cdots>j_{n}\geq 0 (21)
に対して,格子路の n 本組 (Pi, . . . , P_{n} ) で次の条件を満たすものを考える.
(a) P_{k} は侮, 0) を始点,(0 ,jk) を終点とする.
(b) P\mathrm{i} , . . . , P_{n} は非交叉的 (non‐intersecting; non‐crossing) である.すなわち任意の
 k\neq\ell に対して Pk と乃は同じ節点を通らない.
そのような格子路の組 (Pl, . . . , Pののすべてに対する重み和を  g ( i_{1}, \ldots, i_{n} ;jl, . . . , j_{n} )
と書く.すなわち
g(i_{1}, \displaystyle \ldots, i_{n};j_{1,\ldots,jn}) = \sum \prod^{n}w(P_{k}) . (22)
(Pl, \cdots ,  P_{n} ) k=1
右辺は上記 (a), (b) を満たす格子路の n 本組 (Pl, . . . , P_{n} ) のすべてにわたる和である.
定理3から次の系を得る.
系4. 定理3と同じ仮定の下で,任意の 0\leq i_{1} <\cdots< 呪, 0\leq j_{1} <\cdots<j_{n} に対して
0\leq k,\ell<n\det(f_{i_{k},j_{\ell}})=g ( i_{1}, \ldots, i_{n} ; j\mathrm{l} , . . . , j_{n} ) (23)
が成り立つ.特に任意の s, t, n\geq 0 に対して















 0\leq k,\ell<n\det(f_{i_{k},j\ell})=0\leq k,\ell<n\det(9 ( i_{k} ; jp ) ) (25)
が成り立つ.右辺の行列式にGessel‐Viermot の補題 [3, 1] を適用すると (23) の右辺に等
しいことが分かる.さらに (10) より 観 =s+k-1, j_{\ell}=t+\ell-1 とおく とき (23) は
(24)に帰着する.口
系4より,離散2次元戸田分子のタウ関数 $\tau$_{n}^{(s}’のは,非交叉格子路の重み和 (分配関数)
として組合せ論的に解釈できる.例えば s =4, t= 5, n= 3 のときは (s, 0) = (4,0) ,
(5,0), (6,0) を始点, (0, t)=(0,5) , (0,6), (0,7) を終点とする n=3 本の非交叉格子路の
組 (P_{1}, P_{2}, P_{3}) の重み和である.そのような非交叉格子路の組 (P_{1}, P_{2}, P_{3}) の例を図4に
示す.
4 平面分割の分配関数
系4より離散2次元戸田分子のタウ関数 $\tau$_{\mathrm{c}}^{(a,b)} は,格子路の組 (Pi, . . . , P_{\mathrm{c}} ) で次の条件
を満たすものの重み和 (分配関数) と見なせる.
(a) P_{k} は (a+c-k, 0) を始点, (0, b+c-k) を終点とする.
(b) P_{1} , . . . , P_{c} は非交叉的である.
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(i) 菖
図5 平面分割から非交叉格子路の組をつくる全単射  $\varphi$.
よく知られた事実として,そのような非交叉格子路の組 (Pb. . . , P_{c} ) は,高々 a 行 b 列で
成分がすべて c 以下の平面分割,すなわち PP (a, b, c) に属する平面分割と一対一に対応す
る [7]. 両者の間をつなぐ全単射  $\varphi$ は次のように記述できる.
平面分割  $\pi$ \in \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) が与えられたとき,次の手続きで非交叉格子路の組  $\varphi$( $\pi$) =
(Pi, . . . , P_{c} ) をつくる.
(i) 各 1 \leq  k\cdot\leq c に対して, k 以上の成分と k より小さい成分を隔てる境界線を  $\pi$ の中
に引く.この境界線を (a, 0) を始点, (0, b) を終点とする格子路 Qk と見なす.
(ii) 各 1 \leq  k \leq c に対して,格子路 Qk を (c-k, c-k) だけ (右斜め下に) 平行移動す
る.さらにQk の始点と終点に c-k 個の右ステップと上ステップをそれぞれ付け加
える.そうして得られた ((a+c-k, 0) を始点, (0, b+c-k) を終点とする) 格子路
をP砿 とする.
この手続きにより得られる格子路の組 (Pb. . . , P_{\mathrm{c}} ) は上記の条件 (a), (b) を満たす.
さらにこの手続きは可逆なので,条件 (a), (b) を満たす任意の格子路の組 (P_{1}, \ldots, P_{\mathrm{c}})
から,対応する平面分割 $\pi$^{p}\in \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) をつく ることもできる.従ってこの手続き
 $\varphi$ :  $\pi$\mapsto(P_{1}, \ldots, P_{c}) は全単射である.(2) の平面分割  $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(4,5,5) に全単射  $\varphi$ を適用
した様子を図5に示す.
全単射  $\varphi$ を用いて,平面分割  $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) の重み w( $\pi$) を次のように定める.  $\varphi$( $\pi$)=
(Pi, . . . , P_{c} ) のとき
 w( $\pi$)=\displaystyle \prod_{k=1}^{\mathrm{c}}\frac{w(P_{k})}{w(P_{k}^{\emptyset})}\circ (26)
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PP (4, 5,  5)\ni \mapsto^{ $\varphi$}
図6 空の平面分割 \emptyset とそれに対応する非交叉格子路.
ただし (P_{1}^{\emptyset}, \ldots, P_{c}^{\emptyset})= $\varphi$(\emptyset) は,すべての成分が零の (空の) 平面分割
\emptyset= \left(\begin{array}{lll}
0 & 0 & \cdots\\
 0 & 0 & \cdots\\
 &  & 
\end{array}\right) (27)
に対応する非交叉格子路の組である.図6に空の平面分割に対応する非交叉格子路の組の
例を示す.グラフ L の枝重み (14) と系4より
\displaystyle \prod_{k=1}^{c}w(P_{k}^{\emptyset})=$\tau$_{\mathrm{c}}^{(0,b)}\prod_{i=1}^{a}\prod_{k=1}^{c}a_{k-1}^{(1-1,0)} (28)
が成り立つ.定義より明らかに w(\emptyset)=1 である (ように正規化している).
全単射  $\varphi$ と平面分割の重み  w( $\pi$) を用いて系4を書き換えると,次の定理が得られる.
この定理が本稿の主定理である.
定理5. 定理3と同じ仮定の下で,任意の a, b, c\geq 0 に対して
\displaystyle \sum_{ $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(a,b,\mathrm{c})}w( $\pi$)=\prod_{i=1}^{a}\prod_{k=1}^{\mathrm{c}}\frac{a_{k-1}^{(i-1,b)}}{a_{k-1}^{(i-1,0)}}=\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\prod_{k=1}^{c}\frac{a_{k-1}^{(i-1,j)}}{a_{k-1}^{(i-1_{)}j-1)}} (29)
が成り立つ.
証明.全単射  $\varphi$ と重み  w( $\pi$) の定義より













a_{n}^{(s,0)} =q^{n}, b_{n}^{(0,t)}=q^{t+n} (33)
を仮定する.このときの格子路の重みは
w(P)=q^{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(P)} (34)
である.ただし area (P) は, P とグラフ L の左端と上端のつくる領域の面積である.
平面分割  $\pi$ \in \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, \mathrm{c}) と,全単射  $\varphi$ によ り  $\pi$ に対応する非交叉格子路の組
(Pl, . . . ,  P_{c} ) = $\varphi$( $\pi$) は,関係式
\#\{(i,j)) $\pi$_{i,j}\geq k\}= area (P_{k})- area (P_{k}^{\emptyset}) (35)
を満たす.左辺は  $\pi$ の  k 以上の成分の個数である.また右辺の P_{k}^{\emptyset} の定義は4節と同じで
ある.従って
| $\pi$|=\displaystyle \sum_{k=1}^{c}\#\{(i,j); $\pi$_{i,j}\geq k\}=\sum_{k=1}^{c} {area (P_{k})- area (P_{k}^{\emptyset}) } (36)
が成り立つ.平面分割の重み w( $\pi$) は(26) により定義される.今の場合 (34) と (36) より
w( $\pi$) = \displaystyle \prod_{k=1}^{\mathrm{c}} \displaystyle \frac{w(P_{k})}{w(P_{k}^{\emptyset})} = \displaystyle \prod_{k=1}^{c} \displaystyle \frac{q^{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(P_{k})}}{q^{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(P_{k}^{\emptyset})}} = q^{\sum_{k=1}^{\mathrm{c}}} {area (P_{k})-area (P_{k}^{\emptyset}) } = q^{| $\pi$|} (37)
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である.
さて (33) を初期値として離散2次元戸田分子を解く と
a_{n}^{(s,t)}=q^{n}\displaystyle \frac{1-q^{s+t+n+1}}{1-q^{s+n+1}}, b_{n}^{(s,t)}=q^{s+t+n}\frac{1-q^{n}}{1-q^{s+n}} (38)
が得られる.今,平面分割の重み w( $\pi$) は (37) で与えられるから,定理4の帰結として直
ちに
\displaystyle \sum_{ $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(ab,c)},q^{| $\pi$|} =\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\prod_{k=1}^{c}\frac{1-q^{i+j+k-1}}{1-q^{i+j+k-2}} (39)
を得る.これは MacMahon の母関数 (3) に他ならない.
以上の計算は MacMahon の母関数 (3) の別証明を与えている.他の証明法については
[8, 3, 10, 2] などを見て欲しい.
5.2 トレースを含む分配関数
離散2次元戸田分子の解として
a_{n}^{(s,t)}=q^{n}(1-yq^{s+t+n+1}) , b_{n}^{(s,t)}=yq^{s+t+n}(1-q^{n}) (40)
を取り上げる.このときグラフ L の枝重み (14) を決めるのは
a_{n}^{(s,0)}=q^{n}(1-yq^{s+n+1}) , b_{n}^{(0,t)}=yq^{t+n}(1-q^{n}) (41)
であり,格子路の重みは次のようになる.格子路 P の始点が (a, 0) のとき
w(P)=y^{\mathrm{d}}|q\displaystyle \prod^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P)}(1-q^{i}).\prod_{1i=1i=\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{g}(P)+1}^{a}(1-yq^{i}) . (42)
ただし P が主対角線上の節点 (d , のを通るときdiag(P)=d である.
平面分割  $\pi$ \in \mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c) と,全単射  $\varphi$ により  $\pi$ に対応する非交叉格子路の組
(Pi, . .. ,  P_{c} ) = $\varphi$( $\pi$) は,(35) に加えて関係式
\#\{(i, i); $\pi$_{i,i}\geq k\}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset}) (43)
を満たす.左辺は  $\pi$ の  k 以上の主対角成分の個数である.また右辺の P_{k}^{\emptyset} の定義は4節と
同じである.従って
\displaystyle \mathrm{t}\mathrm{r}( $\pi$)=\sum_{k=1}^{\mathrm{c}}\#\{(i, i); $\pi$_{i,i}\geq k\}=\sum_{k=1}^{\mathrm{c}}\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})\} (44)
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が成り立つ.平面分割の重み w( $\pi$) は(26) により定義される.今の場合 (42) と (36), (44)
より
w( $\pi$) = \displaystyle \prod_{k=1}^{c} \frac{w(P_{k})}{w(P_{k}^{\emptyset})}
= \displaystyle \prod_{k=1}^{c}\frac{y^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})}q^{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(P_{k})}\prod_{i=1}^{\mathrm{d}\dot{\mathrm{I}}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})}(1-q^{i})\prod_{i_{-}^{-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})+1}}^{a+c-k}(1-yq^{i})}{y^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})}q^{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(P_{k}^{\emptyset})}\prod_{i=1}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})}(1-q^{i})\prod_{i=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})+1}^{a+\mathrm{c}-k}(1-yq^{i})}
= \displaystyle \prod_{k=1}^{c}y^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}g(P_{k}^{\emptyset})} qarea (P_{k}) ‐area (P_{k}^{\emptyset}) )\displaystyle \prod^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}} \displaystyle \frac{1-q^{i}}{1-yq^{i}}i=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})+1
=y^{\sum_{k=1}^{\mathrm{c}}}\displaystyle \{\mathrm{d}i\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})\}_{q}\sum_{k=1}^{\mathrm{c}} {area (P_{k})—area (P_{k}^{\emptyset}) }
\displaystyle \times \prod_{k=1}^{c}\prod_{i=1}^{\mathrm{d}1\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k})-\mathrm{d}_{\dot{\mathrm{I}}}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})} \frac{1-q^{i+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})}}{1-yq^{i+\mathrm{d}\dot{\mathrm{I}}\mathrm{a}\mathrm{g}(P_{k}^{\emptyset})}}
=y^{\mathrm{t}\mathrm{r}( $\pi$)}q^{| $\pi$|}\displaystyle \prod_{k=1}^{\mathrm{c}}\prod_{i=1}^{\#\{(i,i);$\pi$_{i,:}\geq k\}}\frac{1-q^{c+i-k}}{1-yq^{c+i-k}}
\displaystyle \min\{a,b\}$\pi$_{ $\iota$,i}=y^{\mathrm{t}\mathrm{r}( $\pi$)}q^{| $\pi$|} \displaystyle \prod \prod \frac{1-q^{c+i-k}}{1-yq^{c+i-k}} (45)i=1 k=1
である.ただし途中diag (P_{k}^{\emptyset})=c-k を用いた.
結局 (40), (45) より,定理5は次の分配関数を導く.
定理6. 任意の a, b, c\geq 0 に対して
\displaystyle \sum_{ $\pi$\in \mathrm{P}\mathrm{P}(ab,c)},y^{\mathrm{t}\mathrm{r}( $\pi$)}q^{| $\pi$|} $\omega$( $\pi$)=\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\prod_{k=1}^{\mathrm{c}}\frac{1-yq^{i+j+k-1}}{1-yq^{i+j+k-2}} , (46a)
 $\omega$( $\pi$)=i\displaystyle \prod_{=1}^{\min\{a,b\}}\prod_{k=1}^{$\pi$_{\mathfrak{i}}}\frac{1-q^{\mathrm{c}+i-k}}{1-yq^{c+i-k}} (46b)
が成り立つ.
分配関数 (46) はMacMahon の母関数 (3) を含んでいる.実際 y=1 のとき, y^{\mathrm{t}\mathrm{r}( $\pi$)} =
 $\omega$( $\pi$)=1 より (46) の左辺は (3) の左辺に帰着する.(46) の右辺が (3) の右辺に帰着する
明らかである.
分配関数 (46) は Stanley のトレース母関数 (6) も含んでいる.実際 (46) において
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 c\rightarrow\infty とすると,
\displaystyle \lim_{c\rightarrow\infty} PP (a, b, \displaystyle \mathrm{c})=\bigcup_{\mathrm{c}=0}^{\infty}\mathrm{P}\mathrm{P}(a, b, c)=\mathrm{P}\mathrm{P}(a, b) (47)
および
\displaystyle \lim_{c\rightarrow\infty} $\omega$( $\pi$)=\lim_{c\rightarrow\infty}\prod_{i=1}^{\min\{a,b\}}\prod_{k=1}^{$\pi$_{t,i}}\frac{1-q^{c+i-k}}{1-yq^{\mathrm{c}+i-k}}=i\prod_{=1}^{\min\{a,b\}}\prod_{k=1}^{$\pi$_{l}}1i=1 (48)
より (46) の左辺は (6) の左辺に帰着する.また
\displaystyle \lim_{c\rightarrow\infty}\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\prod_{k=1}^{c}\frac{1-yq^{i+j+k-1}}{1-yq^{i+j+k-2}}=\lim_{c\rightarrow\infty}\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\frac{1-yq^{c+i+j-1}}{1-yq^{i+j-1}}=\prod_{i=1j}^{a}\prod_{=1}^{b}\frac{1}{1-yq^{i+j-1}}
(49)
より (46) の右辺は (6) の右辺に帰着する.
こうして離散2次元戸田分子の特殊解 (40) から,積表示を持ち,かつMacMahonの母
関数 (3) と Stanley のトレース母関数 (6) を同時に含むような分配関数 (46) を導出する
ことができた.なおこの分配関数 (46) は,双直交多項式(little q‐Laguerre多項式) と平面
分割の関係からも導くことができる [6].
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